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Harri Varpanen [5] pyrki pyörivän laatikon liikeyhtälöä analysoimalla se-

littämään, miksi laatikko pyörii vakaasti (stabiilisti) pisimmän ja lyhimmän

akselinsa ympäri, mutta epävakaasti keskimmäisen akselinsa ympäri. Jukka

Tuomela [4] tarkensi Varpasen analyysiä viittaamalla epävakaan pyörimisen

osalta Grobman-Hartmanin lauseeseen ([2, s.168]) ja vakaan pyörimisen osal-

ta Poincaré-Hopfin lauseeseen (esim. [3, s.214–215]).

Tuomelan argumentti ei täydellisesti selitä vakaata pyörimistä, sillä indek-

sin +1 tasapainopisteet voivat olla epävakaita lähteitä siinä missä vakaita

nielujakin. Näiden tasapainopisteiden osoittaminen vakaiksi onnistuu seu-

raavalla energiatarkastelulla ([1, s.144–145]), joka selittää myös epävakaan

pyörimisen.

Käytämme Tuomelan ja Varpasen merkintöjä. Olkoon ω kappaleen kulma-

nopeus. Koska m-massaisen pisteen r kulmamomentti (pyörimismäärä) on

toisaalta [5, yhtälö (1)] Lr = mr × (ω × r) ja toisaalta [5, yhtälö (2)]

Lr = Jrω, niin 〈Jrω, ω〉 = m|ω × r|2 = mv2. Integroimalla ([5, luku 3])

saadaan kappaleen energiaksi E = 〈Jω, ω〉/2, missä J on kappaleen inertia-

matriisi. Kappaleeseen kiinnitetyssä kannassa pätee [5, yhtälö (4)] 〈Jω, ω〉 =
λ1ω
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ja kulmamomentille L pätee Li = λiωi (i = 1, 2, 3), joten

energian säilymislain nojalla suure L2
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/λ3 on vakio. Toisaalta

kulmamomentin säilymislain nojalla suure |L|2 = L2
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vektori L on aina origokeskisten ellipsoidi- ja pallopintojen leikkauskäyrällä.

Ellipsoidin puoliakselien pituudet ovat
√
λi ja siten verrannollisia laatikon

dimensioihin. Edelleen liikeyhtälö [5, yhtälö (6)] voidaan yhtäpitävästi kir-

joittaa muodossa L′ = f(L), missä f on eräs vektorikenttä, ja tällöin el-

lipsoidipinnan ja koordinaattiakselien leikkauspisteet ovat vektorikentän ta-

sapainopisteet. Pitämällä ellipsoidi kiinteänä ja muuttamalla pallon sädettä

havaitaan (ks. kuvat), että ellipsoidi- ja pallopintojen leikkauskäyrät todel-

lakin pysyvät vakaaksi väitettyjen tasapainopisteiden lähellä ja karkaavat

epävakaiden tasapainopisteiden läheltä.
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