VAKAA JA EPAVAKAA PYORIMINEN

HARRI VARPANEN

1. JOHDANTO

Ottakaa kiteenne sellainen kirja, kansio tai muu suorakulmaisen sér-
mion muotoinen kappale, joka ei aukea ilmaan heitettdessi (sitokaa
tarvittaessa tavallinen kirja narulla kiinni) ja joka sietdd mahdollisesta
maahan putoamisesta aiheutuvat kolhut. Heitelkdd kappaletta ilmaan,

kunnes havaitsette seuraavan ilmion.

2+

Kuva 1. Kappale pyorii vakaasti lyhimmén ja pisimmén akselin ympari (kaksi

ensimmaista kuvaa), mutta epavakaasti keskimmaéisen akselin ympéri (viimeinen

kuva).

[Imié on fyysikoille tuttu, mutta alla ilmi6ta pyritdan selventdméin

matemaatikon nakokulmasta. Teksti on mukaeltu kdannos artikkelista

).

2. PYORIVA PISTE

Tarkastelkaamme avaruuden R3 pistettd r, joka pyorii origon kautta

kulkevan akselin ympéri kulmanopeudella w.
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Kuva 2. Piste r py0rii origon kautta kulkevan akselin

ympéri kulmanopeudella w.

Pisteen r rata on ympyré, jonka side on d = |r|sinf. Yhteen kierrok-
seen kuluva aika on 7' = 27 /|w|, joten pisteen ratavauhti on 27d/T =

|wl||r|sinf = |wxr|. Huomioimalla myos ratanopeuden suunta, saadaan

(1) %:wxr.

Jos asetamme pisteelle » vakiomassan m, niin pisteen liikeméaérd on

p=mv= m% = mw X 7 ja pisteen pyorimismaira on

L=rxp=mrx(wxr).

Lasketaan viimeinen ristitulo auki standardikannassa {3, j, k} muisti-

saannolla
gk
WX7r=|Ww W wsl,
rH o T3
toisin sanoen
Wo W3
(wxr) = = WoT3 — Ws3Ty,
e T3
w1 Wws
(WX T)y=— = W3l — wirs,
o3
W1 W2
(wxr);= = W1T9 — WaTq.
o T2

Samoin jiljelld olevalle ristitulolle pétee

rX (wXxr)= r1 To 3



Taman i-koordinaatti on
ro(w X 1)3 — r3(w X )2
= 7“2((,()17”2 — wgrl) -+ 7"3((,()1’)“3 — wgrl)
= (7"% + Tg)wl + (—Tﬂ”g)WQ + (—’1“1’1“3)(,()3.
Samoin saadaan j-koordinaatiksi
(—rirg)wy 4 (r2 4 13wy + (—rors)ws
ja k-koordinaatiksi
(—T1T3)W1 + (—T2T3)u)2 + (T% + T%)W?y

Yhteenvedettyné: pisteen (paikka r = (ry, 79, 73), massa m, kulmano-

peus w) pyorimisméadra on L, = J.w, missi
2, .2
ry+ry  —rirg —rirs
(2) Jo=m | —rirg 2413 —rorg
—riry  —Tor3 T2+ 713

ja missé vektorit r ja w ovat annetut standardikannassa {1, j, k}.

3. PYORIVA KAPPALE

Tarkastelkaamme seuraavaksi suorakulmaisen sirmién muotoista kap-
paletta S C R3. Olkoot S:n sirmien pituudet 21, 20, ja 2l5 siten, etti
0 <l <ly <l3 < oo. Oletamme kappaleelle vakiotiheyden p > 0
siten, ettd kappaleen massa on M = 1. Lisdksi kiinnitamme {i, j, k}-
koordinaatistomme origon kappaleen keskipisteeseen eli oletamme, etta

kappaleen keskipiste pysyy paikallaan’.

Jos kappale S pyorii origon kautta kulkevan akselin ympéri kulmano-
peudella w, niin kappaleen S pyorimismééri saadaan integroimalla yh-

talod (2) yli kappaleen S. Toisin sanoen kappaleen pyorimismédra on

3

L = Jw, missid matriisille J = (J;)7,_, pétee esim.

(3) Jii = /S(T% +T§) dr.

1Johdannossa mainittu kappaleen heittiiminen ilmaan (tai gravitaatio ylipda-
téédn) el merkittavisti vaikuta tutkimaamme ilmioon, joten yksinkertaisuuden vuok-
si kappaleen keskipiste voidaan olettaa paikallaanpysyvéksi.
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(Yhtdlon (2) massat m summautuvat kokonaismassaksi M = 1.) Mat-
riisi J eli kappaleen S inertiamatriisi riippuu vain kappaleen S ulottu-
vuuksista, ei pyorimisnopeudesta w. Integraalin (3) laskeminen on kui-
tenkin meidén tilanteessamme ongelmallista, koska paikallaan pysyvés-
sa kannassa {i, j, k} pyorivin kappaleen S pisteiden r paikat riippuvat

ajasta.

Luontevaa onkin téssi vaiheessa siirtyd kantaan {z,y, z}, joka on si-

dottu kappaleeseen S:

Kuva 3. Kappaleeseen S kiinnitetty

ortonormaali kanta {z,y, z}.

Ortonormaalien kantojen {z,y,z} ja {i,7, k} origot yhtyvit ja kanta
{z,y, 2z} pyorii kappaleen mukana kulmanopeudella w, joka tahin as-
ti on annettu kannassa {i, 7, k}. Kannassa {z,y, 2z} pisteiden r paikat
eivit riipu kulmanopeudesta w, joten voimme hetkeksi unohtaa kulma-

nopeuden ja laskea auki integraalin (3) kannassa {z,y, z}:

Jn—/ / / y + 22 da:dydz—Qll/ / y + 22 ) dy dz
lo
:%ﬂ/ (§/+zy> dz:2h/‘(3ﬁ+2hz)dz
—l3 —l —l3

8 8 8
:y@@+y@@=y@u@+@.

Vastaavasti Joy = §l1l2l3(l% +12), J33 = %lllglg(l% + 12). Diagonaalin

ulkopuoliset termit ovat nollia kannassa {z,y, z}, silld esim.

l2
Jio = — / / / xydxdydz-—ng/ xda:/ ydy = 0.
—ly



Kannassa {z,y, z} siis saamme

g (13 +13) 0 0
0 0 (3 +15)

missd 0 < 12+ 13 <3 +13 <13+ 13 < oo (silld oletettiin 0 < [; <y <

I3 < 00). Néin ollen voimme merkitd

A 00
(4) J = 0 )‘2 0 )
0 0 X3

missd 0 < A3 < Ay < A; < 00.

4. KAPPALEEN LIIKEYHTALO

Aiemmin johdimme yhtélon L = Jw kannassa {1, j, k}. Koska kuitenkin
laskimme matriisin J kappaleeseen S sidotussa kannassa {z, y, z}, niin
my6s w tulee ilmaista kannassa {z, y, 2}, ja talléin vektori L = Jw tulee

niin ikddn ilmaistuksi kannassa {x,y, z}.

Koska kappaleeseen sidottu kanta {z, y, z} pyorii standardikannan {i, 7, k}
suhteen kulmanopeudella w (téssd w on annettu kannassa {1, j, k}), niin
kanta {7, j, k} pyorii kannan {x,y, z} ympéri kulmanopeudella —w (t&s-
sd taas w on annettu kannassa {x, y, z}, mutta kyseessé on yksi ja sama

vektori — vain kanta vaihtuu).

Newtonin toisen lain kulmamuoto sanoo, etté inertiaalikoordinaatistos-
sa kappaleeseen S kohdistuva kokonaisvadnté on yhtd kuin kappaleen
pyorimismadran muutos: 7 = dL/dt. Kappaleeseemme ei kohdistu ul-
koista vadntoa (ja sisiiset vadnnot kumoavat toisensa), joten kannassa
{i,j, k} patee dL/dt = 0. Toisin sanoen: jos L = Lqi+ Loj + L3k, niin
patee

dLy . dLy . dLs

k=0,
a T T k=0




Toisaalta vektorille L = Lii + Loj + L3k saadaan soveltamalla tulon

derivointisdéntod ja yhtalod (1), ettd

i d
dt dt (Lll + LQ] + L3]€)
didly, djdLy ) dkdLy
BT +L2dt+ P il
_dly, Ly dLs 4 dj . dk
=ittt g eyt sy

=0+ Li(—w x i)+ Ly(—w X j) + L3(—w x k)
= —w X (Lll—f-LQ] +L3k’) = —w X L.

(Téssé w on annettu kannassa {z,y, z} ja kanta {4, j, k} pyorii kannan
{z,y, z} ympéri kulmanopeudella —w.) Koska samaisessa kannassa las-

kimme L = Jw ja J ei riippunut ajasta, niin pitee

dL dw
=
dt dt
Néin ollen ylla johdettu yhtalomme dL/dt = —w x L saa kappaleeseen

S sidotussa kannassa {z,y, z} lopullisen muotonsa

d
(5) Jd—(;)jthJw:O,

missé J on kuten kohdassa (4).

Laskekaamme vield yht&lo (5) auki koordinaateittain kannassa {x,y, z};
samalla siirrymme yhtidloryhmien lukemisen helpottamiseksi aikaderi-

vaatan pistemerkintdén dw/dt = w.

Olkoon w = wix + way + w3z, jolloin Jw = A\jwix + Aawoy + Azwsz ja

d
Jd—C: = MW + Aoy + Azwsz.
Edelleen
T Yy z
wX Jw=1|w Wa w3

Wi Aaws  Agws

= w2w3(/\3 — /\2)1‘ — W1W3(/\3 — /\1)y + wlbUQ(/\Q — /\1)2,

ja viimein liikeyht&lo (5) komponenteittain on

AWt + waws(Az — Ag)
(6) )\2@2 — a)lu.)g()\g — )\ )
)\3@3 + W1w2()\2 — A )

6

0
0
0



5. LIIKEYHTALON ANALYYSI

Olemme vihdoin paésseet tilanteeseen, jossa voimme késitelld varsinais-
ta ilmiotdmme ldhtien yhtaloryhméstd (6). Oletamme siis, ettd sér-
miomme ldhtee pyorimédn yhden péadakselinsa (eli kantavektorin z,y
tai z suuntaisen akselin) ympéri hetkelld ¢ = 0. Jos kyseinen suunta
on z, niin wy(0) = w3(0) = 0, ja tilldin yhtilistd (6) seuraa?; et-
td w(t) = w(0). Sama pétee suuntien y ja z tapauksissa, joten néiyt-
taisi siltd, ettd kappale pyorii vakaasti minkd tahansa akselin ympa-
ri. Kaytannossa alkuheittomme ja olosuhteemme eivit kuitenkaan ole
matemaattisen tarkkoja, joten realistisemmassa mallissa pyoriminen
z-akselin ympéri hetkelld ¢ = 0 tarkoittaa sité, ettd |w;(0)| on suuri
verrattuna pieneen lukuun |we(0)| = |w3(0)] = € > 0. Talloin yhtalo-

ryhmén (6) ensimmaéisessd yhtialossé
)\1(,().1 + u)2u)3(/\3 - /\2) =0

on wows = €2 hetkelld ¢ = 0, kun taas kahdessa muussa yht#ldssi vas-
taavat termit ovat ew;. Niin ollen voidaan kiisiéi heilutellen® approksi-
moida yhtéloryhmaa (6):

MW ~ 0

Aoy — wiwz(Az3 — A1) =0

AWz + wiwa (Ao — A1) =0
Tésta voidaan edelleen kisid heilutellen olettaa w; vakioksi, jolloin yh-
talo palautuu kahden tuntemattoman lineaariseksi ja vakiokertoimisek-
si yhtaloksi

Aoy — wiws(A3 — A1) =0

A3wWsz + wiwa(Ae — A1) = 0.

Toisin kirjoitettuna (ratkaisemalla yhtélopari) saadaan

(7) e T A N
u}3 ’\1)\;3’\%11 0 w3 )

Téllaisen yhtdlon ratkaisu on tunnetusti
(8) (wa(t), ws(t)) = cre™ay + c2e™ ay,

ZVoitaneen osoittaa, ettid yhtdlsryhmélld (6) on yksikisitteinen ratkaisu w(t),
kun alkuarvo w(0) tunnetaan.
#Lue: vailla kunnon perusteluja. Jaksaisiko joku tehdi timiin tarkasti?
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missd 7y ja v ovat kerroinmatriisin ominaisarvot, a; ja as ovat vastaa-
vat (normeeratut) ominaisvektorit, ja vakiot ¢; ja ¢y on valittu siten,
etta c1a1 + catg = (WQ(O), u.)3(0))

Yhtalosséd (7) termit A3 — A ja A\; — Ag ovat erimerkkiset, mista seuraa,

ettd kerroinmatriisin ominaisarvot ovat kompleksiset:

(A3 — /\1)(/\2 — /\1)(,()%
AoA3

M2 = *t = +ip € C.

Luvut ¢; ja cp ovat pienid, silld |a;| = |as| = 1, [ =1 ja |wq(0)| =
|w3(0)| = €. Néin ollen ratkaisun (ws,ws) pituus pysyy pienené eli vek-

tori w pysyy z-akselin suuntaisena.

Akselin z tapauksessa laskut ovat samanlaiset ja johtop#ddtos sama,
mutta akselin y tapauksessa saadaan samalla filosofialla wy = 0 ja
)\1&)1 + u)Qu)3(/\3 — /\2) =0
)\3&}3 + CU1LU2()\2 — )\1) =0.

Tasta ratkaisemalla

(9) AT B A N
u}3 ’\1)\;3’\%12 0 w3 )

Nyt As — A3 ja Ay — Ay ovat samanmerkkiset, mistd seuraa, ettd ker-
roinmatriisin ominaisarvot ovat reaaliset:
2
(A2 = A3) (M — Ag)w3
A1A3

Talla kertaa ratkaisussa (8) termi coe™ % a, hividi nopeasti, mutta ter-
2 2 )

M2 = =+p eR.

mi c¢1e?'a; kasvaa eksponentiaalisesti. Néin ollen ratkaisun (wy,ws) pi-

tuus ei pysy pienend eli vektori w ei pysy y-akselin suuntaisena.
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